
資料（数学史に見る「べき級数展開」の活用) 北　秀和　

1.　 Newtonの場合

●開平方によるべき級数展開

　 Newton は，開平方によるべき級数展開を取り上げて

いる．以下は，見やすいように今日の日本の記法による．

Newtonが示しているものとは異なり，また，Newtonの例

は
√

a2 + x2 であり，
√

1 + tと異なるが，本質的には同じで

ある．(Newton(1670-71),p.41.)
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　よって，

　　
√

1 + t = 1 + t
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128 + · · ·

●円の求積

図 1 Newtonによる図を本稿に合わせて修正

　 Newton は，円の求積として ż =
√

a2 − x2 を例として

取り上げている．以下は，a = 1 として，見やすいように，

Newtonのテクストを変えているが，推論の筋道はNewton

のものそのままである． (Newton(1670-71),pp.210-214.)

　 AC=AH=1 として、四分の一の単位円 ACH について、

一方の半径 AH の中心 A から長さ x のところに立てた垂

線 BD と他方の半径 AC との間の面積を z とすると，長方

形 ACEB の面積は x となり，2 つの面積の流率は ż =BD，

ẋ =BE= 1となる．

よって，流率方程式は， ż
ẋ =
√

1 − x2 となる．

　　
√
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において，t = −x2 とすると，

　　 ż
ẋ =
√

1 − x2 = 1 − x2
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　この流率方程式を解く (項別積分する)と，

　　 z = x − x3

6 − x5

40 − x7

112 − 5x9

1152 ...

となり，四分の一の単位円について，一方の半径の中心から

x のところに立てた垂線と他方の半径との間の図形 ABDC

の面積が求められる．したがって，

　　 π
4 = 1 − 1

6 − 1
40 − 1

112 − 5
1152 · · ·

2.　 Leibnizの場合

●円の「算術的求積」と Leibnizの級数

　 Leibnizは，円の求積を，「算術的求積」として取り上げ

ている．見やすいように，Leibnizのテクストを変えている

が，推論の筋道は Leibnizのものそのままである．Leibniz

は，円弧の静力学的な軸についての回転のモメントを使って

推論している．(Leibniz(1674),pp.134-145.)

図 2 Leibnizによる図を本稿に合わせて修正

　四分の一の単位円AFTMがあり，弧AF上に Bがある．B

における微小接線 NPを考え，Bを中点とする．B,P,N,Fか

ら半径 AMに垂線 BD,PQ,NR,FGをとる．また，半径 AM

に直交する半径 TMに F,Bから垂線 FK,BVをとり，Pから

NRに下ろした垂線を PWとする．

　一方，Aにおける円の接線に Bから垂線 BSを取り，接線

BPを延長して，２つの接線の交点を Cとすると BC=ACと

なる．

　さらに，円弧 ABの半分の正接 ACに等しい線分 DEを半

径 AMに垂直に立てる．Bが円周 AFTを動くとき，Eの軌

跡を無名曲線と呼ぶ．

　 ∆PNW∽ ∆BCSにより，

　　 PN:PW=BC:BS

　　 PN·BS=PW·BC

　 モメントAC(AF) で弧 AF の AC についてのモメント
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を，面積 無名線分(AG)で，線分 AG上の無名曲線までの面積

AGHAを表すと，

　　モメント弧 AC(PN)=PN·BS=PW·BC

　　　=PW·AC=AC·QR=DE·QR

と，微小弧 PN のモメントと微小区間 QR 上の微小長方形

DE·QRの面積が等しくなり，

　　モメントAC(弧 AF)=
∑
モメントAC(PN)

　　　=
∑

DE·QR

　　　=面積無名線分(AG)　 · · · 1]

となる．

　 ∆PNW∽ ∆MBVにより，

　　 PN:NW=MB:BV

　　 PN·BV=NW·MB

　　モメントTM(PN)=PN·BV=MB·NW=AM·UI

と，微小弧 PN のモメントと微小区間 UI 上の微小長方形

AM·UIの面積が等しくなり，

　　モメントTM(弧 AF)=
∑
モメントTM(PN)

　　　=
∑

AM·UI

　　　=AM·∑UI

　　　=AM·KM

　　　=2·△MAF　 · · · 2]

となる．ところが，

　　モメントAC(PN)+モメントTM(PN)

　　　=PN·BS+PN·BV

　　　=PN·SV

　　　=PN·AM

となり，

　　モメントAC(弧 AF)+モメントTM(弧 AF)

　　　=
∑

(モメントAC(PN)+モメントTM(PN))

　　　=
∑

PN·SV

　　　=AM·∑PN

　　　=AM·弧 AF

　　　=2·扇形MAF　 · · · 3]

となる．

　 2],3]により，

　　モメントAC(円弧 AF)

　　　=2·扇形MAF−モメントTM(円弧 AF)

　　　=2·扇形MAF−2·△MAF

　　　=2·扇形MAF−長方形MA·MK

となるが，1]により，

　　モメントAC(円弧 AF)=面積無名線分(AG)=AGH

となるので，

　　扇形MAF= 1
2 (長方形MA·MK+AGH)

　したがって，面積無名線分(AD)=ADEとして，

　　扇形MAB= 1
2 (長方形MA·MV+ADE)

となる．一方，

　 ∆BCS∽ ∆MBVにより

　　 BC:CS=MB:BV

　　 BC·BV=MB·CS

　よって，

　　 DE·DM=SV·SC

となり，長方形 DE·DMと SV·SCとが等しい．

　したがって，面積無名線分(AL)=ALEとして，

　　扇形MAB= 1
2 (長方形MA·MV+ADE)

　　　= 1
2 (長方形MA·MO+長方形 SV·SC+ADE)

　　　= 1
2 (長方形MA·MO+長方形 DE·DM+ADE)

　　　= 1
2 (長方形 CL·CO-ALE)　 · · ·4]

　 (「一方」以降のこの部分の Leibnizの実際の記述は，上

記の相似による幾何学的推論ではなく，半径 a，AD=xとお

いて代数的推論による．)

　今，AD=x,AC=yとすると，∆BCS∽ ∆MBVにより

　　 BC:BS=MB:MV

　よって，

　　 y : x = 1 :
√

1 − (1 − x)2

　　 x = y
√

2x − x2

　　 x = y2(2 − x)

　　 x = 2y2/(1 + y2)

　　　=2y2(1 − y2 + y4 − y6 + · · ·)
　　　=2(y2 − y4 + y6 − y8 + · · ·)
となり，

　　長方形 CL·CO=2y

および，xのべき級数展開による求積，

　　 AEL=面積無名線分(AL)

　　　=2( y3

3 −
y5

5 +
y7

7 −
y9

9 + · · ·)
と 4]により，

　　扇形MAB= 1
2 (長方形 CL·CO−AEL)

　　　 = 1
2 (2y − 2( y3

3 −
y5

5 +
y7

7 −
y9

9 + · · ·))
　　　 = y − y3

3 +
y5

5 −
y7

7 +
y9

9 − · · ·
　扇形が四分の一の単位円なら，y=1だから，

　　 π
4 = 1 − 1

3 +
1
5 − 1

7 +
1
9 − · · ·　 (Leibnizの級数)

3.　 Eulerの場合

●指数量と対数量の級数表示

　 Eulerは，微分法に入る前に，一般二項展開を軸にして，

無限解析の処理により，指数量・対数量のべき級数展開を求

めている．幾分見やすいように，Eulerのテクストを変えて

いるが，推論の筋道は Euler のものそのままである．18 世

紀半ばの無限解析に特徴的な無限大の数・無限小の数の処理

も，当然そのままである．(Euler(1748),pp.99-106.)

　 a > 1，wを無限小の数 (+0)として，a0 = 1により，

　　 aw = 1 + y

となって，yも無限小の数 (+0)となるので，k = y
w とおいて
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みると，

　　 aw = 1 + kw

となる．

　 tにどのような値を代入しても，

　　 atw = (1 + kw)t

　これを一般二項展開して，

　　 atw = 1 + t
1 kw + t(t−1)

1·2 (kw)2 +
t(t−1)(t−2)

1·2·3 (kw)3 + · · ·
　ここで，z = twがある有限数となるように t = z

w として，

tを無限大の数（+∞）にすると，w = z
t だから，

　　 az = (1+ kz
t )t = 1+ t

1
kz
t +

t(t−1)
1·2 ( kz

t )2 +
t(t−1)(t−2)

1·2·3 ( kz
t )3 + · · ·

　　　 = 1 + 1
1 kz + 1(t−1)

1·2t (kz)2 +
1(t−1)(t−2)

1·2t·3t (kz)3 + · · ·
　ここで，tは無限大の数だから， t−n

t = 1となるので，

　　　 = 1 + 1
1 kz + 1

1·2 (kz)2 + 1
1·2·3 (kz)3 + · · ·

　 z = 1として，k = 1となるときは，

　　 a = (1 + 1
t )t

となり，

　　 (1 + 1
t )tz = 1 + 1

1 z + 1
1·2 z2 + 1

1·2·3 z3 + · · ·　 · · · 1]

となる．

　これが指数量の級数展開である．

　さて，aw = 1 + kwにより，aを対数の底にとると，

　　 w = log(1 + kw)

　　 tw = log(1 + kw)t

となり，tが大きいほど，(1 + kw)t はいっそう 1より大きい

数になるので，正の任意の数 xに対し，

　　 (1 + kw)t = 1 + x

とおくと，

　　 log(1 + x) = log(1 + kw)t = tw　 · · · 2]

となり，log(1 + x)が有限数であるから，無限小の数 wに応

じて，twが有限数となるように tは無限大の数となる．

　ここで，(1 + kw)t = 1 + xを kwについて解くと，

　　 kw = (1 + x)
1
t − 1

　　 tw = t
k ((1 + x)

1
t − 1)　 · · · 3]

　さらに，一般二項展開により，

　　 (1 + x)
1
t = 1 + 1

t x + 1(1−t)
2·t·t x2 +

1(1−t)(1−2t)
2·3·t·t·t x3 + ...

　　　 = 1 + 1
t x − 1(t−1)

t·2t x2 +
1(t−1)(2t−1)

t·2t·3t x3 − ...
となるから，2],3]により，

　　 log(1 + x) = tw = t
k ((1 + x)

1
t − 1)

　　　 = 1
k ( t

t x −
t(t−1)

t·2t x2 +
t(t−1)(2t−1)

t·2t·3t x3 − ...)
　 tを無限大の数とすると，

　　　 = 1
k ( x

1 − x2

2 +
x3

3 − · · ·)
となる．

　これが対数量の級数展開である．

　さらに，

　　 log(1 + x) = 1
k ( x

1 − x2

2 +
x3

3 − · · ·)
　　 log(1 − x) = − 1

k ( x
1 +

x2

2 +
x3

3 + · · ·)
となるので，

　　 log(1 + x) − log(1 − x) = log 1+x
1−x

　　　 = 2
k ( x

1 +
x3

3 +
x5

5 + · · ·)
　ここで，

　　 1+x
1−x = a

とすると，

　　 x = a−1
a+1

となり，log a = 1により，

　　 k = k log a = k log 1+x
1−x =

　　　 = 2( a−1
a+1 +

1
3 ( a−1

a+1 )3 + 1
5 ( a−1

a+1 )5 + ...)

となって，底 aから対応する kの値を見つけることが可能と

なる．

　 k = 1となるように aを決めると，1]より，

　　 a = 1 + 1
1 +

1
1·2 +

1
1·2·3 + · · ·

となり，これを eを用いて表す．eを底とする対数を自然対

数，双曲線対数という．

　自然対数は，

　　 log(1 + x) = x
1 − x2

2 +
x3

3 + ...

　　 log 1+x
1−x = 2( x

1 +
x3

3 +
x5

5 + ...)

により見出される．例えば，

　 x = 1
5 とすると，

　　 log 6
4 = log 3

2 =
2

1·5 +
2

3·53 +
2

5·55 +
2

7·57 + · · ·，
　　 x = 1

7 とすると，

　　 log 4
3 =

2
1·7 +

2
3·73 +

2
5·75 +

2
7·77 + · · ·，

　　 x = 1
9 とすると，

　　 log 5
4 =

2
1·9 +

2
3·93 +

2
5·95 +

2
7·97 + · · ·，

が，見出され，これらを適宜組み合わせると，

　 log 2, log 3, log 4, log 5, log 6, log 8, log 9, log 10の値が得

られる．

　 log 7は，x = 1
99 とすると，log 100

98 = log 50
49 が得られ，

これを

　　 log 50 = 2 log 5 + log 2

から引いた値の半分として得られる．

4.　付記

　ここには，比較的簡明で典型的なものを例示した．各人に

はこれ以外にも数多のものが取り扱われていることは言うま

でもない．
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